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В работе рассматривается пространство аналитических в кольце функций с 

топологией компактной сходимости, найдена критерия A -статистической сходимо-
сти последовательности функций в этой пространстве и доказаны теоремы об A -
статистической аппроксимации функций в этом пространстве последовательностями 
линейных, в частности линейных k -положительных операторов. 
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Известно, что последовательности линейных положительных опе-

раторов играют важную роль в теории приближения функций (см [1], [2]). 
При аппроксимациях аналитических функций последовательностям ли-
нейных операторов в основном используются последовательность k -
положительных линейных операторов. Впервые k -положительные ли-
нейные операторы были введены в работе [3] для получения аналогов 
теоремы типа Коровкина в пространстве аналитических функций на еди-
ничной окружности. В дальнейшем различные проблемы аппроксимации 
аналитических функций k -положительными линейными операторами 
изучены в работах [4]-[12]. Аппроксимация аналитических функций ли-
нейными операторами не используя k -положительности рассмотрены в 
работах [13], [14]. 

Настоящая статья посвящена A -статистической аппроксимации 
аналитических в кольце функций линейными операторами с топологией 
компактной сходимости. В работе найдена критерия A -статистической 
сходимости функций в этой пространстве и доказаны теоремы об A -
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статистической аппроксимации функций в этом пространстве последова-
тельностей линейных, в частности линейных k -положительных операто-
ров. 

Определение 1. Матрица ( )∞
=

=
1,, jijiaA  называется регулярной, ес-

ли для любой сходящейся последовательности { }∞
=1jjx  последователь-

ность ∑
∞

=

=
1

,
j

jjii xay , Ni∈  также сходится и iijj
yx

∞→∞→
= limlim . 

Известно, что (см. [15]) матрица ( )∞
=

=
1,, jijiaA  регулярна тогда и 

только тогда, когда выполняются следующие условия: 

i) 0>∃C   Ni∈∀   Ca
j

ji <∑
∞

=1
, ; 

ii) 1lim
1

, =∑
∞

=∞→ j
jii

a ; 

iii) Nj∈∀   0lim , =
∞→ jii

a . 

Отметим, что для неотрицательных (то есть если 0, ≥jia  для лю-

бого Nji ∈, ) регулярных матриц условие i) следует из условия ii). 

Определение 2 [16]. Пусть ( )∞
=

=
1,, jijiaA  неотрицательная регу-

лярная матрица и { }∞
=1jjx  последовательность в пространстве X . Если 

для любого 0>ε  выполняется равенство 
{ } 0:lim 1 =>−≤−

∞→
εαin

ynin , 

то последовательность { }∞
=1jjx  называется A -статистически сходящейся,  

а элемент α  называется A -статистическим пределом последовательно-

сти { }∞
=1jjx  и обозначается через jjst xA

∞→
−= limα , где ∑

∞

=

=
1

,
j

jjii xay , 

Ni∈  и B  означает кардинальное число множества B  (в нашем случае 
число элементов входящие в множество B ). 
 В частном случае, если ( )∞

=
=

1,, jijiA δ , то A -статистическая сходи-

мость называется статистической сходимостью, где ji ,δ  – символ Кро-
неккера. 

Пусть { }RazrCzD <−<∈= :  кольцо с центром в точке a . 
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Обозначим через ( )DA  пространство аналитических в D  функций с то-
пологией компактной сходимости. Это означает, что сходимость в этом про-
странстве является равномерной сходимостью в любом компакте лежащий 
внутри D . Для RRrr <′<′<  введем полунормы 

( ) ( )zff
RazrRrDA ′≤−≤′′′

= max
,,

, 

которые превращают ( )DA  в пространство типа Фреше.   

Известно, что (см., напр., [17], [18]) система функций ( )kaz − ,  
Zk ∈ , образует базис в пространстве ( )DA , то есть, любую функцию 
( )DAf ∈  единственным образом можно представить в виде 

( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k
k azfzf ,                                                      (1) 

где коэффициенты Zkfk ∈,  определяются по формуле 

( )( )∫
Γ

−−−= dzazzf
i

f k
k

1

2
1
π

,                                                 (2)  

и Γ  любая окружность с центром в точке a  с радиусом больше, чем r  и 
меньше, чем R .  

Сначала докажем следующую теорему об A -статистической схо-
димости к нулю в пространстве ( )DA . 

Теорема 1. Последовательность функций ( )zfn  A -статистически 
сходится к нулю в пространстве ( )DA  тогда и только тогда, когда коэф-

фициенты разложения ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

kn
n azfzf

k
 удовлетворяют условию 

( ) ( )
( )




<+
≥+

<
−−

−

,01
,01

kприr
kприR

f
kk

nn

kk
nnn

k δε
δε                                      (3) 

для любого Nn∈ , где  
0lim =−

∞→ nnstA ε ,  0lim =
∞→ nn
δ                                             (4) 

 Доказательство. Из условий (3) и (4) следует, что для каждого 
RRrr <′<′<  имеет место неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) =






′

++





 ′

+≤= ∑∑
∞

=

∞

=
′≤−≤′′′

10
,,

11max
k

k
k

nn
k

k
k

nnnRazrRrDAn r
r

R
Rzff δεδε  

( )
( )
( ) n

n

n

n rr
r

RR
R ε

δ
δ

δ 







+−′

+
+
′+−

=
1

1
1

                                            (5) 

и правая часть неравенства (5) A -статистически стремится к нулю при 
∞→n . Отсюда получаем достаточность. 
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Докажем необходимость. Из A -статистически сходимости к нулю 
в пространстве ( )DA  функций ( )zfn  следует, что для любого 0>δ  и 

0>ε  

( ) ( )
0:lim

1 1
,1,,

1 =






 >≤ ∑

∞

= +
+

−

∞→
ε

δ
δj

RrDAjjmn
fanmn .                                (6) 

Обозначим ...,3,2,1,1
=== p

p
εδ . Из равенства (6) следует, что су-

ществует последовательность .......321 <<<<< pnnnn , такая, что при  

pnn ≥  выполняется неравенство  

( ) ( ) pp
fanmn

j p
pR

p
prDAjjm

11:
1 1

,1,,
1 <









>≤ ∑
∞

= +
+

− .                                  (7) 

Обозначим 
( ) ( ) ( ) ( )

p
pR

p
prDAjRrDAjjj ff

p j
j +

+
+

+
===

1
,1,

1
,1,

,1
δ

δ
εδ  для 1, 1 −∈ +pp nnj , 

...,3,2,1=p  Из неравенства (7) получим, что 0lim =−
∞→ nnstA ε  и 

0lim =
∞→ nn
δ .  

Для 0≥k  из равенства  
( ) ( )( )∫

+
=−

−−−=

n

Raz

k
n

n
k dzazzf

i
f

δ

π
1

1

2
1  

следует неравенство 

( ) ( )( ) ( ) kk
nn

Raz

k
n

n
k Rdzazzff

n

−

+
=−

−− +≤−= ∫ δε
π

δ

1
2
1

1

1 , 

и для 0<k  из равенства 
( ) ( )( )

( )
∫

+=−

−−−=
nraz

k
n

n
k dzazzf

i
f

δπ 1

1

2
1

 

следует неравенство 

( ) ( )( )
( )

( ) kk
nn

raz

k
n

n
k rdzazzff

n

−−

+=−

−− +≤−= ∫ δε
π δ

1
2
1

1

1 . 

Теорема доказана. 
 Теперь рассмотрим линейные операторы в пространстве ( )DA . Из 
разложения (1) следует, что для любого линейного оператора ( ) ( )DADAT →:  
имеет место представление 
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( )( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−





=

k

k

p
ppk azfTzTf ,

, 

где ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k
k azfzf  и ( )( ) ( )∑

∞

−∞=

−=−
k

k
pk

p azTazT ,
. 

Пусть последовательность положительных чисел { }∞ −∞== kkgg  
удовлетворяет следующему условию 

Zk∈∀ :  ( ) 0inf
,

>−=∆
≠∈ pkkpZpk ggg , 

 ( )( ) 1lim
1

=∆
±∞→

k
kk

g ,     ( ) 1lim
1

=
±∞→

k
kk

g .          (8) 

Определение 3. Через ( )DAg  обозначим множество аналитиче-
ских функций 

( ) ( ) ( )DAazfzf
k

k
k ∈−= ∑

∞

−∞=

, 

удовлетворяющие условию  





<
≥

≤ −

−

,0
,0

kприrgM
kприRgM

f k
kf

k
kf

k
                                        (9) 

где fM  постоянная, не зависящая от k . 
Теорема 2. Пусть ( ) ( )DADATn →:  последовательность линейных 

операторов и 

( )( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−





=

k

k

p
p

n
pkn azfTzfT ,

,                                        (10) 

где ( ) ( ) ( )DAazfzf
k

k
k ∈−= ∑

∞

−∞=

. Если существует последовательности чи-

сел { }nε  и { }nδ , удовлетворяющие условию (4) и выполняются неравен-
ства 

( ) ( ) k
k

nnk
p

p
n
pkT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1,
,                                                     (11) 

( ) ( ) k
k

nnk
p

p
n
pkT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1,
,                                                   (12) 

( ) ( ) k
k

nnkk
p

pp
n
pk ggT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1,
,                                    (13) 

( ) ( ) k
k

nnkk
p

pp
n
pk ggT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1,
,                                           (14) 

тогда для любой функции ( )DAf g∈  и для любого RRrr <′<′<  имеет 
место равенство 
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( ) 0lim
,,
=−−

′′∞→ RrDAnnst ffTA , 

где k
k R −=α  при  0≥k  и k

k r −=α  при  0<k . 
 Доказательство. Из (12) - (14) следует  

( ) ( ) ( ) ( )22

, 114 kk
k

nn
p

pkp
n
pk gggT ++≤−∑

∞

−∞=

αδεα ,                      (15)   

и, следовательно,  

( ) ( ) ( )
( )g

g
T

k

kk
k

nn

kp
p

p
n
pk 2

2

,

114
∆

++
≤∑

∞

≠
−∞=

αδε
α .                                       (16) 

Для любой функции ( ) ( ) ( )DAazfzf
k

k
k ∈−= ∑

∞

−∞=

 имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) =−






 −=− ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k
k

p
p

n
pkn azffTzfzfT ,

 

( ) ( ) ( ) ( ) =−






















−+−







 −= ∑ ∑∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k
p

p k

k

p

pn
pk

k

k k

k
k

p
p

n
pk azff

TazfT α
ααα

αα ,,
 

( ) ( ) ( ) ( ).21 zJzJ nn +=                                                          (17) 
Если ( )DAf g∈ , тогда из (9), (11), (15) и (16) получим: 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−+≤−−≤
k

k

kk
k

nnf

k

k k

k
k

p
p

n
pkn azgMazfTzJ αδε

α
αα 1,

1 ; 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ≤−












+≤−












−≤ ∑ ∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

≠
−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k
kpp

kp
p

n
pkf

k

k
p

p k

k

p

pn
pkn azggTMazff

TzJ αα
αα ,,

2  

( ) ( )[ ] ≤−












+−≤ ∑ ∑
∞

−∞=

∞

≠
−∞=

k

k
kkpp

kp
p

n
pkf azgggTM 32

2

, α  

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−++







∆

+≤
k

k

kk
k

n
k

k
nf azg

g
gM

2

2
11324 αδε . 

 Отсюда и из равенства (17) следует, что для любого RRrr <′<′<  
имеет место равенство 

( ) 0lim
,,
=−−

′′∞→ RrDAnnst ffTA . 

Теорема доказана. 
 Теперь сформулируем следующий общий результат о приближе-
нии линейными операторами в пространстве ( )DA .  

Теорема 3. Пусть последовательность положительных чисел 
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{ }∞ −∞== kkbb  и { }∞ −∞== kkgg  удовлетворяют условию (8) и ( ) ( )DADATn →:  
линейный оператор, определенный равенством (10). Если существует по-
следовательности чисел { }nε  и { }nδ , удовлетворяющие условию (4) и 
выполняются неравенства 

 ( ) ( ) k
k

nnkk
p

pp
n
pk ggT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1, ,                                                  (18) 

( ) ( ) k
k

nnkk
p

pp
n
pk ggT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1, ,                                                (19) 

( ) ( ) k
k

nnkkk
p

ppp
n
pk gbgbT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1, ,                                 (20) 

( ) ( ) k
k

nnkkk
p

ppp
n
pk gbgbT αδεαα +<−∑

∞

−∞=

1,
.                                          (21) 

тогда для любой функции ( )DAf g∈  и для любого RRrr <′<′<  имеет 
место равенство 

( ) 0lim
,,
=−−

′′∞→ RrDAnnst ffTA , 

где k
k R −=α  при  0≥k  и k

k r −=α  при  0<k . 
Доказательство. Из (19)-(21) следует  

( ) ( ) ( ) ( )22

, 114 kk
k

nn
p

ppkp
n
pk bgbbT ++≤−∑

∞

−∞=

αδεα ,                    (22)   

и, следовательно,  

( ) ( ) ( )
( )b

b
gT

k

kk
k

nn

kp
p

pp
n
pk 2

2

,

114
∆

++
≤∑

∞

≠
−∞=

αδε
α .                                     (23) 

Для любой функции ( ) ( ) ( )DAazfzf
k

k
k ∈−= ∑

∞

−∞=

 имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) =−






 −=− ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k
k

p
p

n
pkn azffTzfzfT ,

 

( ) ( ) +−






 −= ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k kk

k
kk

p
pp

n
pk az

g
fggT
α

αα,
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zJzJazg
g

f
g

f
T nn

k

k
pp

p kk

k

pp

pn
pk

21
,

~~ +=−






















−+ ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

α
αα

.      (24) 

Если ( )DAf g∈ , тогда из (9), (18), (22) и (23) получим: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ;1~
,

1 ∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−+≤−−≤
k

k

k
k

nnf

k

k kk

k
kk

p
pp

n
pkn azMaz

g
fggTzJ αδε
α

αα  

( ) ( ) ( ) ( ) ≤−












≤−












−≤ ∑ ∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

≠
−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

k

k
pp

kp
p

n
pkf

k

k
pp

p kk

k

pp

pn
pkn azgTMazg

g
f

g
f

TzJ αα
αα ,,

2 2~  

( ) ( )
( )∑

∞

−∞= ∆
−++

≤
k k

k

kk
k

n
nf b

azb
M

2

2
11

8
αδ

ε . 

Отсюда и из равенства (24) следует, что для любого RRrr <′<′<  
имеет место равенство 

( ) 0lim
,,
=−−

′′∞→ RrDAnnst ffTA . 

Теорема доказана. 
Определение 4. Если линейный оператор ( ) ( )DADATn →:  сох-

раняет подкласс аналитических функций с положительными коэффициен-
тами Лорана, то он называется k -положительным. Очевидно, что k -
положительность оператора  

( )( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−





=

k

k

p
ppk azfTzTf ,

, 

где ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k
k azfzf , равносильна неотрицательности коэффициентов pkT , . 

Пусть последовательность положительных чисел { }∞ −∞== kkgg  
удовлетворяют условию (8). Обозначим  

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k
kk azgzh α

ν

ν
2 ,   2,1,0=ν , 

где k
k R −=α  при  0≥k  и k

k r −=α  при  0<k .  
Теорема 4. Пусть ( ) ( )DADATn →:  последовательность линейных 

k -положительных операторов. Для каждой ( )DAf g∈  последователь-

ность функций ( )zfTn  A -статистически сходиться к функцию ( )zf  в 
пространстве ( )DA  тогда и только тогда, когда выполняются равенства      

( ) ( )zhzhTA nnst νν =−
∞→

lim ,   2,1,0=ν  

в пространстве ( )DA . 
 Доказательство. Из теоремы 1, из A -статистически сходимости к 
нулю последовательности νν hhTn − , 2,1,0=ν  в пространстве ( )DA  и из 
k -положительности операторов ( ) ( )DADATn →:  получим, что сущест-
вует последовательности чисел { }nε  и { }nδ , удовлетворяющие условию 
(4) и выполняются неравенства (12)-(14). Тогда из теоремы 2 следует тео-
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рема 4. Теорема доказана. 
Пусть последовательности положительных чисел { }∞ −∞== kkbb  и 

{ }∞ −∞== kkgg  удовлетворяют условию (8). Обозначим  

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
k

k
kkk azgbzH α

ν

ν
2 ,  2,1,0=ν , 

где k
k R −=α  при  0≥k  и k

k r −=α  при  0<k .  
Теорема 5. Пусть ( ) ( )DADATn →:  последовательность линейных 

k -положительных операторов. Для каждой ( )DAf g∈  последовательность 

функций ( )zfTn  A -статистически сходиться к функцию ( )zf  в простран-
стве ( )DA  тогда и только тогда, когда выполняются равенства      

( ) ( )zHzHTnn νν =
∞→

lim ,  2,1,0=ν  

в пространстве ( )DA . 
Доказательство. Из теоремы 1, из A -статистически сходимости к 

нулю последовательности νν HHTn − , 2,1,0=ν  в пространстве ( )DA  и из 
k -положительности операторов ( ) ( )DADATn →:  получим, что существует 
последовательности чисел { }nε  и { }nδ , удовлетворяющие условию (4) и 
выполняются неравенства (18)-(21). Тогда из теоремы 3 следует теорема 
5. Теорема доказана. 
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HALQADA ANALİTİK FUNKSİYALARIN XƏTTİ OPERATORLAR 

ARDICILLIQLARI İLƏ А – STATİSTİK APPROKSİMASİYASI  
 

R.A.ƏLİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

Halqada analitik funksiyaların kompakt yığılma topologiyalı fəzasına baxılır, bu 
fəzada funksiyalar ardıcıllığının A -statistik yığılma meyarı tapılır və bu fəzada funksiyaların 
xətti operatorlarla, xüsusi halda k -müsbət xətti operatorlarla A -statistik approksimasiyası haq-
qında teoremlər isbat olunur. 

 
Açar sözlər: halqada analitik funksiyalar fəzası, funksiyaların xətti operatorlarla 

approksimasiyaları, xətti k -müsbət operatorlar, Korovkin tipli teoremlər, A -statistik yığılma. 
 
 A -STATISTICAL APPROXIMATION OF ANALYTIC FUNCTIONS IN ANNULUS 

 BY SEQUENCES OF LINEAR OPERATORS 
 

R.A.ALİYEV 
 

SUMMARY 
 

We consider the space of analytic functions in annulus with the topology of compact 
convergence, find criterion for A -statistic convergence of sequences in this space and prove 
the theorems on the A -statistical approximation of functions in this space by the sequences of 
linear and, in particular, linear k -positive operators. 

 
Key words: space of analytical in annulus functions, approximation of functions by linear 

operators, linear k -positive operators, Korovkin type theorems, A -statistical convergence 
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